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Plan wykładu 


Plan wykładu: 


> Losowe klasy złożoności. 


probabilistyczna maszyna Turinga 


Niech M będzie niedeterministyczną maszyną Turinga. Maszyna M jest 
wielomianową maszyną probabilistyczną jeżeli: 


> jest maszyną wielomianową, tzn. wszystkie jej obliczenia na słowie 
wejściowym x zatrzymują się po p(|x|) krokach, gdzie p jest pewnym 
wielomianem, 


> w każdym kroku maszyna dokonuje wyboru między dwoma 
niedeterministycznymi możliwościami ruchu. 


Dla probabilistycznej maszyny Turinga M i słowa wejściowego x definiujemy 
prawdopodobieństwo Py(x) akceptacji słowa x następująco: P(x) jest to 


iloraz liczby ścieżek obliczeń kończących się akceptacją przez liczbę wszystkich 
ścieżek. 


Klasa RP 


Definicja 
Klasa RP (ang. Randomized Polynomial) to klasa tych języków L, dla których 
istnieje wielomianowa maszyna probabilistyczna M o następującej własności: 
> xEL>Pyu(x)>3, 
> x ¢ L= Pu(x) =0. 


Wielomianowe maszyny probabilistyczne (algorytmy probabilistyczne) 
spełniające powyższe własności zwane są algorytmami Monte Carlo (one-sided 
error randomized algorithms). 


> Jeżeli L € RP, to przy założeniu, że x € L, po oczekiwanej wielomianowej 
liczbie kroków uzyskamy certyfikat pewności, że tak jest. 


> RPCNP. 


Klasa coRP 


Definicja 
Klasa coRP to klasa tych języków L, dla których istnieje wielomianowa 
maszyna probabilistyczna M o następującej własności: 

> xEL<+>Py(x)=l, 

> x¢ L= Pu(x)< tł 


2: 


> Jeżeli L € coRP, to jeżeli x ¢ L, to po oczekiwanej wielomianowej liczbie 
kroków uzyskamy certyfikat pewności, że tak jest. 


> coRP C coNP. 


RP i coRP 


Własności: 
> RP C NP, coRP C coNP. 


> Test Rabina-Millera pokazuje, że pierwszość jest w coRP (jeżeli x nie jest 
liczbą pierwszą, to w oczekiwanym czasie wielomianowym dostajemy na 
to certyfikat). 


> W klasach RP i coRP nie znaleziono dotychczas problemów zupełnych 
(ale też nie udowodniono, że problemów zupełnych w tych klasach być nie 
może). 


> Stała A występująca w definicji klas RP i coRP może zostać zastąpiona 


dowolną inną stałą. 


klasa ZPP 


Definicja 
Klasę ZPP (ang. Zero-error Probabilistic Polynomial) definiujemy jako zbiór 
języków należących i do RP i do coRP, czyli 


ZPP = RP N coRP. 
Klasa języków ZPP (ang. Zero-error Probabilistic Polynomial) to klasa języków, 


dla których istnieje probabilistyczny algorytm działający w oczekiwanym czasie 


wielomianowym, który konstruuje certyfikat, że x € L lub x ¢ L. 


klasa PP 


Definicja 
Klasa PP (ang. Probabilistic Polynomial) to klasa tych języków L, dla których 
istnieje wielomianowa maszyna probabilistyczna M o następującej własności: 


> x E€ L= Pm(x)> 4, 
> x¢ L= Pux) <4. 


Własności: 


> PP ma problem zupełny MAJSAT: formuła 6 jest w języku MAJSAT 
jeżeli co najmniej połowa wartościowań spełnia tę formułę, 

> PP = coPP, 

> NPU coNP C PP, 


> klasa niepraktyczna (nie daje algorytmu wielomianowego rozróżniającego, 
czy x jest czy nie jest w L). 


klasa BPP 


Definicja 
Klasa BPP (ang. Bounded-error Probabilistic Polynomial) to klasa tych 
języków L, dla których istnieje wielomianowa maszyna probabilistyczna M o 
następującej własności: 
> xEL>Py(x) > 
> xfL>Pyu(x) < 


Własności: 
> BPP = coBPP, 
> RP c BPP, coRP C BPP, 


> powtarzając wielokrotnie test przynależności do L (akceptujemy wtedy i 
tylko wtedy, gdy co najmniej połowa testów daje x € L), stałe A oraz 1 
można zastąpić odpowiednio przez 1 — 1 oraz Ł (wykorzystaj nierówność 


Chernoffa), 
> nic nie wiadomo o relacjach pomiędzy BPP a NP, poza: 


> jeżeli NP C BPP, to NP = RP. 


klasa BPP 


Twierdzenie 
Jeżeli NP C BPP, to NP = RP. 


Z założenia NP C BPP wynika, że istnieje wielomianowy algorytm 
probabilistyczny A, który dla formuły spełnialnej z n zmiennymi odpowiada 
TAK z prawdopodobieństwem co najmniej (1 — ;>) oraz dla formuły 
niespełnialnej œ z n zmiennymi odpowiada NIE z prawdopodobieństwem co 
najmniej (1 — $). 


klasa BPP 


Twierdzenie 
Jeżeli NP C BPP, to NP = RP. 
Wielomianowy algorytm probabilistyczny dla SAT z jednostronnym błędem. 
Wejście: formuła © ze zmiennymi x1,...,Xn. 
Kolejno ustalamy wartość dla zmiennych x1,...,Xn. 
Ustalenie wartości xı: 
> ustaw xı = TRUE jeżeli algorytm A zwraca TAK dla wejścia $ z 
ustawioną wartością x, = TRUE; 
> ustaw xı = FALSE jeżeli algorytm A zwraca TAK dla wejścia 6 z 
ustawioną wartością xı = FALSE; 
> zwróć NIE jeżeli algorytm A zwrócił NIE w odpowiedzi na dwa powyższe 
pytania. 


Analogicznie ustalamy wartościowanie xa,...,Xn. Jeżeli ustalone x1,...,Xn 
spełnia ġ, zwróć TAK; w przeciwnym przypadku zwróć NIE. 


Łatwo pokazać, że algorytm ten nigdy nie zaakceptuje formuły niespełnialnej. 
Natomiast, z prawdopodobieństwem co najmniej > zwróci odpowiedź TAK w 
przypadku, gdy 6 jest spełnialna. 


